




f (x) x ,0 4



 k(x) f (x )2 g(x) f (x) 3





y kf (x)

k 0 1f (x)

f (x) k 1

y f (x)y Af (x) B 

انبساط و انقباض عمودی



y f (x)  y f (x)
1 1
2



y f (kx)

k 0 1f (x)

f (x) k 1

y f ( )

k

1
k

1

y=f( )




x

g( )2
2

k 0



 g(x) f ( x )2 1



n n
n nf (x) a x a x ... a

   1
1 0ia

n
a 0

y  4

y x 32 1



درجه تابع210

نام تابعثابتخطی2درجه 

ضابطه کلی

مثال

f (x) b ; b  f (x) ax b ; a  0 f (x) ax bx c ; a   2 0



f (x) x
3

f (x) x
3


f

1



  y x x x
3 23 3y x

3



نوع تابعتعریف فارسیتعریف ریاضیمثال

 yمقدار ،xبا افزایش 

.افزایش می یابد
اکیداً صعودی

 yمقدار ،xبا افزایش 

.کاهش می یابد
اکیداً نزولی

 yمقدار ،xبا افزایش 

ت زیاد می شود یا ثاب
.می ماند

صعودی

x x f (x ) f (x )  2 1 2 1

x x f (x ) f (x )  2 1 2 1

x x f (x ) f (x )  2 1 2 1



نوع تابعتعریف فارسیتعریف ریاضیمثال

 yمقدار ،xبا افزایش 

کم می شود یا ثابت
.می ماند

نزولی

به ازاي هر  
ثابت  yهمواره مقدار :داریم

.است
م هم صعودی ه)ثابت 

(نزولی

fx , x D1 2

f (x ) f (x )1 2

x x f (x ) f (x )  2 1 2 1



تقسیم برای چندجمله ای هاقضیه 

f (x)p(x)p(x)

  

 
f (x) p(x).q(x) r(x) r(x)p(x)

r(x) 0

f (x)ax bb
r(x) f ( )

a
 



 x x
3 2x2 1



!!چقر و بَدبَدَناتحاد 3با آشنایی 

n n n n n nx a (x a)(x ax a x ... a )         1 2 2 3 1

x
5 1x

6 64



a an n n n n nx a (x a)(x ax a x ... a )         1 2 2 3 1

x
5 1



a an n n n n nx a (x a)(x ax a x ... a )         1 2 2 3 1

x
4 16



y x

y x 2

y x 2

y x 2

x
y 

2

y x  2 2

y x 2



y f (x ) 2 1

y f ( x ) 2 1



y x



f (x) (x )  32 1

y x 3

f 1f 1



f (x) x 2xg(x)  2





x kx 2 2x 2



x ax bx  3 2 1x 2
(x )1



x
6 1x 1x

6 1(x )1x
5 32x 2



 
x


3 21 1

2 64



:2فصل 



تناوب و تابع متناوب

fx D

fx T D f (x T) f (x) 

y aSin bx C y a Cos bx C a Ca C 

T
b



2



maxmin

 y Sin( x)3 2 2



 y Cos( x)
1
4



 y aSinbx C y aCosbx C

maxmin





تانژانت


TAT

oaMA
tan tan MA

OA

    1

TATtanSintan

tan



tanتغییرات

tan xCos x 0

x k


  
2

k

2
, , ,...
3 5

2 2 2

tan x



tan



tan x





tan

tan xtan x

tan x





tan



tan x



tan x

tan

tan x



tanتابع

x k


  
2k

 D x x k ,k


      
2

tantan



اننسبت های مثلثاتی زاوایای دو برابر کم

Cos Sin

Cos

S n

Co

i

s

   

  
 





2 2

2

2
1

2

2 2
1

SinSin .Cos   22

y A tan(ax) B T
a






Sin15Cos15



معادلات مثلثاتی
Sin x 1

Sin x Sin x k   2x ( k )   2 1k

 Sin x2 3 0



 Sin x4 8 0

Sin



 Cos x( Cos x )2 9 5

x k   2k Cos x Cos 



Cos
Cos 

ex)Cos( x)  
12
2

tan x tan x k   k

tan x tan x5







 /

x
tan

x


2
2 5

1 5



tan

  tan x tan x
2 2 3 3 0 , 0 2



Cos
Cos ex)Cos( x)  

12
2

  
x

y sin( ) 2
2



 y cos x
3 3
4



y sin x

 y cos x
12
2

y s in x2



   T , max , min 3 3



  T , max , min3 9 3









s intan

 


0
2



 


 
3 2
2



cos
5
13



cos 2 sin 2



/22 5



sin sin x
 3
2



  cos x cos x2 1 0



cos x cos x2



  cos x sin x2 1 1



 cos x sin x
2 1

4



tan( x ) 2 1 0



tan x tan( x) 3
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حد نامتناهی

x ax ax a



x a

lim f (x)


 
x a

x a

lim f (x)

lim f (x)









 

  


x a

x a
x a

lim f (x)

lim f (x)
lim f (x)










 


    







f (x)
x

1
2

x 2







x

x
lim

sin x0

1







x

x
lim

x
22

1

4



 



 x ( )

x x
lim

x x

2

21 2 1







x

(x )
lim

tan x

2

1



.را به دست آوریدحاصل ( مثال کتاب( )مثال




x

x s in x
lim

x

2

20








x

x
lim ?

x1

1
1



(ب





x

x x
lim ( ) ?

x

2

20



(پ
 




 x ( )

x
lim ?

(x x )
22

2

4 4



(ت





x

cos x
lim ?

x0

2 2



قائممجانب 

x af (x)x a

x ax ax a

x ax ax a



.تمجانب قائم منحنی داده شده اسیک در هر کدام از شکل  های زیر،  ( مثال خوب کتاب( )مثال x a



 x 1x 3
 


 

x x
f (x)

x x

2

2
4 3

2 3








x
f (x)

x x
3

1



 


 

x x
f (x)

x x

2

2
2

6





x
lim f (x)


 2
x

lim f (x)


0

x

x

lim f (x)

lim f (x)





 



 


x

x

lim f (x)

lim f (x)





 



 




x x x   3 33 4 1 3
x

x x x


  2 10 104 2 4 2

x 





x

t
lim

t t

2

2
1 5

3 x
lim

x

1
2 3





  

 x

x x x
lim

x x

3 3

2
2 7 2 9

3 8 1





 x

x
lim

x x
3
5 4

8



 

x

x x
lim

x

7 2

3
4 5

2 9



افقیمجانب 

y y f (x)

x x 

x
lim f (x)


y 








x
f (x)

x

2 1
1





x

lim
x0

1





x
lim

x0
1

 x

lim
x1

1
1

 x
lim

(x )
26

9

6







x

x
lim

x
23

1 5

9

 



x ( )

x
lim

x
22

3

4


x

lim
cos x

2

1




x

lim tan x


2


x

lim tan x


2

 




x

x
lim

x3

3
3



   , 2 2 1



x x
g(x)

x x






2

2



f (x)
x x




1



x
f (x)

x x


 2 2 1
x 1



 x
lim

x

1
2 3





x

xlim

x

2
13

4 5



 

 x

x x
lim

x x

2

2
2 3 1

2 3

 

 x

x x x
lim

x x

5 3

2
2 6

5 1



x
y

x






2 1
3



ب) x
y

x


2 4



پ) x
y

x






2

2
1 2

1



ت) x
y

x


 2
2

1



x
lim f (x)

 x ( )

lim f (x)
1

 x ( )

lim f (x)
1x

lim f (x)
1

x

lim f (x)
1x

lim f (x)

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!یرمماس بر یک منحنی به روایت تصوخط 

d1d2

d3d3

d4



,A(aدر نقطهfتابع مشتق  f (a))

x af (a)

h

f (a h) f (a)
f (a) lim ( )

h

 
 

0

f x a

x a



  y x x
2 10x 2



xدر fدیگر برای مشتق تعریف  a

x a

f (x) f (a)
f (a) lim

x a


  



f  0f  0
f 





می‌ دهم  و بیص ری ر  نمایش و       با نمادهای را در   fمشتق چپ و راست تابع 
:زیر تعریف م‌ کنم 

xدر fچپ و راست مشتق  a

f (a)
 x af (a)



x a

f (x) f (a)
f (a) lim

x a



 

 x a

f (x) f (a)
f (a) lim

x a



 



در  fشروط مشتق پذیری 

:شرط لازم دارد2در            ،  fمشتق پذیری 

1-f  باشددر                 پم ستص.

یعن‌ . شمب نم  مماس های چپ و راست برابر باشند-2

x a

f (a) f (a) 
 

x a

x a



.کنمدبررس‌ در را مشتق پذیری تابع  ( مثال کتاب: )مثال  f (x) x
2 1x 1



.کنمدبررس‌ رفردر  را و  مشتق پذیری ت ابع ( مثال کتاب: )مثال  f (x) xg(x) x



مماس قائم

مشیتق پذیر  aدر  fشی ند، ییا هیر دو دو         هیر و باشد و در             پم ستص  fاگر 

.نمست، اما خط مماس در این نقطص م ج د است، کص بص آن مماس قائ  م‌ گ یند

( مثبت شد چ ن رع دی است)

(  منف‌ شد چ ن نزول‌ است)

x af (a)
f (a)



f (a) f (a) 
   

f (a) f (a) 
   



خط مماس است؟در             دارای آیا تابع  ( مثال کتاب: )مثال y x
3

x 0



دارای خط مماس است؟در آیا تابع : مثال y x
3 2x 0



:در نم دار یک تابع، نقاط‌ کص تابع در آن ها مشتق ناپذیر است عبارتند از

در نم دار مقابل  و مثلا نقاط : نقاط ناپم ستگ‌-1

نم دار مقابل و         در مثلا  ( : زاویص دار)نقاط تمزی -2

نم دار مقابل  در دو مثلا  : نقاط‌ کص در آن ها مماس قائ  ت لمد م‌ ش د-3

x2x3

x1x3

 x1



تابع مشتق 

قاط‌ از مجم عص تمام ن. بر آن کص این حد م ج د باشدمشروط برابر است با 

. م‌ گ یم برای آن ها م ج د باشد را  کص  fدامنص 

(f (x))

h

f (x h) f (x)
f (x) lim

h

 
 

0

f fD 

.بمابمدرا سپس  . تابع مشتق و دامنص آن را بص دست آورید، اگر ( مثال کتاب)مثال  f (x)
x

1f ( )3



1 y a(a )  'y  2 y ax 'y a

3 ny a  ' n 'y an( ) .  1

y
x


4
2 y ( x)  121 5

5

4 y f g ...   ' ' 'y f g ...   5 y f .g ' ' 'y f .g g .f 

y x x x
x

  32
3
6 4



6 y 
''y 
2 7 fy

g


' '
' f g g f

y
g




2

( x ) x
y

x




3
2 1

8 ax by
cx d



' ad bcy
(cx d)


 2 9 y

U
 1 'Uy

U


2

'xif f(x) ( ) f ( ) ?
x x
  


22 1 1 1

2 3



y f( )  ' 'y .f ( ) 

54



ادم از بییا اسییتفدر                 را آنگییام مشییتق تییابع و                      ، اگییر  : مثییال
.قاعدم زنجمری بص دست بماورید

 f (x) x2 g(x) ( x )
22 1gof (x) x 2



.مشتق های ت ابع زیر را بص دست آورید( کار در کلاس: )مثال
(الف  f (x) (x ) ( x )

2 31 5 (ب1 




x
g(x) ( )

x

8
2
3 1

5



مشتق پذیری روی یک بازه

روی  fمن تیابع همچنی. است هرگام در هر نقطص این بیازم مشیتق پذیر باشیدمشتق پذیر روی بازم   fتابع 

مشیتق  bراسیت و در مشیتق  aمشیتق پذیر باشید، در مشتق پذیر است هرگیام در بیازم بازم 

.چپ داشتص باشد

اشید و مشیتق پذیر بمشتق پذیر است هرگام در روی                                fتابع ( کار در کلاس)نکتص 

.داشتص باشد( چپمشتق  bدر )راست مشتق  aدر 

(a, b)

 a,b(a,b)

[a, b)((a, b])(a,b)



ازم های رس  کنمد و مشتق پذیری آن را روی برا نم دار ( مثال کتاب: )مثال 

.کنمدبررس‌ و  ،                  

   
 

x xf (x)
x x

2 2 1
1 1

  ,2 1( , )1 ,1 2



مشتق مرتبه دوم

خ انیدم شی د )بیص ری ر   را اگر تابع مشیتق، مشیتق پذیر باشید، مشیتق مرتبیص دوم  

. م‌ گمری مشتق م‌ ن یسم  و برای محاسبص آن از تابع  ( ایگرگ زِگ ند

.را بمابمدو       آنگام تابع  ، اگر ( مثال کتاب: )مثال

y f (x)y f (x) 

y

  y x x
4 23 2 1yy



پس از پرتیاب ثانمص  tجس                  را ارتفاع رابطص                                ، ( مثال کتاب با تغممر: )مثال
.از سطح زممن نشان م‌ دهد

.بص دست آوریدرا بر حسب سرعت مت سط جس  در بازم زمان‌ ( الف

  h(t) t t
25 40(h(t))

 ,0 2m

s
چقدر است؟سرعت لحظص ای جس  در لحظص ( ب t 2
جس  چند ثانمص پس از پرتاب، بص نقطص اوج م‌ رسد؟( ج



ت لد، بر حسب  مام پس از  xمت سط ک دکان را قد تابع  ( مثال کتاب: )مثال

.ماهگ‌ بمابمد36ماهگ‌ تا 1آهنگ مت سط رشد یک ک دک را از . م‌ کندمشخص 

شدآهنگ ر: کاربردی دیگر از آهنگ تغییرات تابع

 f (x) x7 50cm

month



را در  fرا بص دست آورید و معادلص خط مماس بیر منحنی‌،            اگر ( تمرین کتاب)-1

.واقع بر آن بن یسمد2نقطص ای بص ط ل 

  f (x) x x
23 2 1f ( )2



ص را از ک چییک ترین بیی« ج»تییا « الییف»، شییمب های دادم شییدم از نمیی دار               بییرای ( تمییرین کتییاب)-2

.بزرگ ترین مرتب کنمد

 Aشمب نم دار در نقطص ( الف

 Bشمب نم دار در نقطص (  ب

 Cشمب نم دار در نقطص ( پ

 ABشمب خط (  

شمب خط  ( ث

شمب خط ( ج

y f (x)

m1

m2

m3

m4

m5

m6



کنمید بیص طی ری مشیخص را روی نمی دار   Gو  A،B،C،D،E،Fنقاط‌ مانند ( تمرین کتاب)-3

:کص

.نقطص ای روی نم دار است کص شمب خط مماس بر نم دار در آن منف‌ است A( الف

.نقطص ای روی نم دار تابع است کص مقدار تابع و مقدار مشتق در آن منف‌ است B( ب

.استنقطص ای روی نم دار است کص مقدار تابع در آن جا رفر است ول‌ مقدار مشتق در آن مثبت C( پ

  )D نقطص ای روی منحن‌ است کص مشتق در آن جا رفر است.

.نقاط متفاوت‌ روی منحن‌ هستند کص مشتق یکسان دارند،Fو  Eنقاط ( ث

.نقطص ای روی منحن‌ است کص مقدار تابع در آن جا مثبت ول‌ مقدار مشتق منف‌ است G( ج

y f (x)



، بیا ت جیص بیص شیکل. و                  : در شکل روبص رو داری  fبرای تابع ( تمرین کتاب)-5
.را بمابمد Cو  Bو  Aمختصا  نقاط 

  /f ( )4 1 5f ( )4 25



در تیابع نشیان دهمید کیص ایین ،Aدادم شدم در نقطیص تابع با محاسبص مشتق راست و مشتق چپ ( تمرین کتاب)-6
.مشتق پذیر نمستند Aنقطص 



:نم دار تابع‌ را رس  کنمد کص مشتق آن( تمرین کتاب)-8
.ش د3برابر در( ب.در یک نقطص برابر رفر ش د( الف x .در تمام نقاط مثبت باشد( پ2
.در تمام نقاط منف‌ باشد( ث.در تمام نقاط یکسان باشد(  



.کنمدبررس‌ در نقطص  را مشتق پذیری تابع ( تمرین کتاب)-9   


x xf (x)
x x

2 3 1
2 1x 1



و 2را در نقیاط‌ بیص ط ل هیای f، بص کمک تعریف مشیتق، مشیتق پذیری اگر( تمرین کتاب)-10
.بررس‌ کنمد-2

 f (x) x
2 4



.و مطل ب است، و اگر ( تمرین کتاب)-12  f ( )1 3 g ( )1 5(f g) ( )1( f g) ( )3 2 1



.را در شکل زیر در نظر بگمرید gو  fنم دار ت ابع ( تمرین کتاب)-13

.،          و مطل ب است اگر                                 h(x) f (x).g(x)h ( )1h ( )2h ( )3



 جی د ممشیتق م ج دنید ولی‌ و                نشیان دهمید  ، اگیر ( تمرین کتاب)-14
.نمست

 


x xf (x)
x x

2 0
0

f ( )0

f ( )0



.مشتق ت ابع دادم شدم را بمابمد( تمرین کتاب)-15
الف)   f (x) ( x )(x )

33 2 1



ب)  


 

x x
f (x)

x

2 3 1
3 2



مان‌ بر حسب متر در بازم زمعادلص حرکت متحرک‌ بص ر ر  ( تمرین کتاب)-17

رند؟ه  براببا در کدام لحظص سرعت لحظص ای با سرعت مت سط در بازم زمان‌  . شدم استدادم 

  f (t) t t
2 10 ,0 5

 ,0 5



حج ر اگ. در ظرف ایجاد م‌ ش دس راخ‌ در لحظص  . لمتر مایع است40گنجایش ظرف‌ ( تمرین کتاب)-20

:بص دست آیدثانمص از رابطص  tمایع باق‌ ماندم در ظرف پس از 

چقدر است؟آهنگ تغممر مت سط حج  مایع در بازم زمان‌ ( الف

t 0

 
t

V ( )
240 1

100

 ,0 1
؟‌ ش دمدر چص زمان‌، آهنگ تغممر لحظص ای حج  برابر آهنگ تغممر مت سط آن در بازم  ( ب  ,0 100



:  اتیمشتق توابع مثلث

-1

-2

-3

امتحان اگص ت  فقط! ما ه  کاری بهش نداری ! نشدمزدم در کتاب درس‌ حرف‌ از مشتق تابع  : نکتص

!و بعد محاسبا  مشتق رو انجام بدمبص جاش بن یس ! دیدی نترس

(Sin ) Cos    

(Cos ) Sin    

(tan ) ( tan )     21

cot

cot
tan

1



.مشتق ت ابع زیر را بص دست آورید( کار در کلاس( )مثال
الف) f (x) Sin x.tan x



ب) 


cos x
g(x)

sin x

5
1



پ) h(x) cos x
3



.مشتق ت ابع مثلثات‌ زیر را بص دست آورید( تمرین کتاب)

الف)

f (x) sin x cos x 3 2



ب) f (x) tan (x) cos(x) 2 2



پ) sin x
f (x)

sin x






1
1



( f (x) sin x cos x 2



:5فصل



آزمون یکنوایی توابع

:داریم fبرای تابع مشتق پذیر 

.در آن بازه اکیدا صعودی است fو مثبت باشد، آنگاه موجود اگر مقدار   fدر یک بازه از دامنه ( الف

.در آن بازه اکیدا نزولی است fموجود و منفی باشد، آنگاه اگر مقدار  fدر یک بازه از دامنه ( ب

.در آن بازه تابعی ثابت است fموجود و برابر صفر باشد، آنگاه مقدار اگر  fدر یک بازه از دامنه ( پ

f 

f 

f 



؟چه بازه هایی صعودی اکید و در چه بازه هایی نزولی اکید استدر تابع  ( مثال کتاب: )مثال  f (x) x x
3 3



اکسترمم های نسبی توابع

. گویندنقاط ماکزیمم نسبی و مینیمم نسبی یک تابع را نقاط اکسترمم نسبی آن تابع می

وجاود داشاته  Aاست، هرگااه یاک همساایگی افارا   fنقطه ماکزیمم نسبی تابع ، نقطه : ماکزیمم نسبی

سابی، هماان مقادار مااکزیمم ن. از عرض تمام نقاط همسایگی بیشتر یا مسااوی باشاد Aباشد، به فوری که عرض 

.مقدار عرض این نقطه است

وجود داشاته باشاد،  Aاست، هرگاه یک همسایگی افرا   fنقطه مینیمم نسبی تابع نقطه: مینیمم نسبی

قادار عارض مقدار مااکزیمم نسابی، هماان م. از عرض نقاط همسایگی کمتر یا مساوی باشد Aبه فوری که عرض 

.  این نقطه است

. فی لازم اساتبرای ایان کاه یاک نقطاه اکساترمم نسابی شاود، شار( هم چپ، هم راست)وجود همسایگی : نکته

(یعنی مثلا نقاط ابتدا و انتهای یک بازه هیچ وقت نمی تونن اکسترمم نسبی بشن)

!یبرای اکسترمم نسبی شدن یک نقطه، نه پیوستگی اهمیت دارد نه مشتق پذیر: نکته

fA D

fA D



دار اکساترمم نسابی و برای نقاط مشخص شده در هر یک از توابع زیر، نوع اکسترمم نسابی، مقا( کار در کلاس: )مثال

.مقدار مشتق را در آن نقطه محاسبه کنید

(  الف    f (x) x ;x ,2 5 3



(ب     g(x) x ;x ,
2 1 1 2



نقطه بحرانی تابع

.نسبی minنسبی به حساب می آیند هم    maxهم ( به شرط وجود همسایگی)نقاط روی توابع ثابت : نکته

.موجود نباشدیا است، هرگاه  fیک نقطه بحرانی  cاین صورت فرض کنید             در 

.

fc Df (c) 0f (c)

(با ذکر دلیل)کدام یک از نقاط مشخص شده در نمودار زیر بحرانی اند، کدام نیستند؟ : مثال



.استباشد، آنگاه  موجود اکسترمم نسبی داشته باشد و   cدر نقطه ای به فول  fاگر تابع : قضیه فِرما

.تحتما بحرانی نیز هست، اما هر نقطه ی بحرانی، اکسترمم نسبی نیس،fهر نقطه ی اکسترمم نسبی : نتیجه

f (c)f (c) 0



آزمون مشتق اول

.      است fفول          نسبی  cو بعد از آن منفی باشد، آنگاه مثبت از قبل اگر علامت  ( الف f x cmax

آنگاهو بعد از آن مثبت باشد، منفی قبل از اگر علامت ( ب

c  فول                 نسبیf است.

نه فول ،cتغییر نکند، آنگاه قبل و بعد از علامت         اگر ( پ

.نسبی آننه فول           است fنسبی 

f x c

min

f x c

minmax



با استفاده از آزمون مشتق اول، نقاط اکسترمم نسبی و مقادیر آن ها را برای تابع  : مثال
.دست آوریدبه 

   f (x) x x x
3 22 3 12 1



اکسترمم مطلق توابع 

.مطلق توابع، اکسترمم مطلق آن ها می گوییمو              به  

اسات، هرگااه  fمطلاق بارای تاابع نقطاه             یاک نقطاه                  ، فرض                با : ماکزیمم مطلق

ایان مطلق همان مقدار عرضمقدار              . بیشتر یا مساوی باشد fعرض این نقطه از عرض تمام نقاط دامنه 

.استنقطه، یعنی 

min max

fc D(c, f (c))max

max

f (c)



اسات، هرگااه  fبارای تاابع مطلاق یاک نقطاه نقطاه                  ، فارض                باا : مطلقمینیمم 

ن مطلق همان مقدار عارض ایامقدار              . یا مساوی باشدکمتر  fعرض این نقطه از عرض تمام نقاط دامنه 

.استنقطه یعنی 

یعنای اصالا وجاود ! وجود همسایگی برای این که یک نقطه اکساترمم مطلاق شاود، ناه شارط لازم اسات ناه کاافی: نکته

.زم بودنبرخلا  اکسترمم های نسبی که وجود همسایگی واسشون شرط لا! همسایگی این جا مهم نیست

min fc D(c, f (c))

min

f (c)



.در هر مورد از نمودارهای زیر، مقادیر  و  مطلق را بیابید: مثال
الف

ب)



.استیک تابع می تواند در بی نهایت نقطه دارای اکسترمم مطلق باشد، اما مقدار آن ها یکت: نکته

اماا یاک تاابع می تواناد . اسات4مطلقناد و مقادار آن هاا نقطه             که بی شمار مانند 

مانند . بی شمار نقطه اکسترمم نسبی با مقادیر مختلف داشته باشد

دارد هام  مطلاق در ایان صاورت در ایان باازه هام . پیوساته باشاددر  fفارض کنیاد : قضیه

.مطلق

max

 a,bmax



ورت وجاود باا دارای اکسترمم مطلق اسات؟ در صاتابع                       در               آیا ( فعالیت کتاب)مثال 
.رسم نمودار مقادیر آن ها را بیابید

 y x
2 1  ,2 3



در بازه بسته  fروش محاسبه اکسترمم های مطلق تابع 

.را می یابیم fمشتق تابع را به دست آورده و نقاط بحرانی : گام اول

.می کنیممحاسبه مقدار تابع را در هر یک از نقاط بحرانی : گام دوم

.طلقمو کوچک ترین آن ها،  مطلق در گام دوم، بزرگ ترین عدد به دست آمده، مقدار  : گام سوم

 a,b

min max

.عیین کنیدتدر بازه را نقاط اکسترمم مطلق تابع  ( مثال کتاب: )مثال   f (x) x x x
3 22 3 12  ,1 3



1x y

2f

3
4max min



مسااحت سانتی متر، مستطیلی بیشاترین14نشان دهید در بین تمام مستطیل های با محیط ثابت ( مثال کتاب: )مثال

.را دارد که فول و عرض آن با هم برابر باشند



گوشاه آن 4م از می خاواهی. در نظار بگیریادرا مطابق شکل، ورقی فلزی باه فاول  ( مثال کتاب)مثال 

ر بااز برش بازنیم و سا ب باا تاا کاردن ورا در امتاداد خط چین هاا، جعباه ای درا  xمربع هایی کوچک به ضلع 

چقدر باشد تا حجم قوفی حداکثر شود؟ xمقدار . بسازیم

cm30



اشاد، کادام در آن نزولای اکیاد بتاابع                                    که بزرگ ترین بازه از ( تمرین کتاب)-1
است؟ چرا؟

  f (x) x x
3 12 4



ع در چاه بازه هاایی مشاخص کنیاد تااب، با تشاکیل جادول تغییارات تاابع ( تمرین کتاب)-2

صعودی اکید و در کدام بازه ها نزولی اکید است؟




g(x)
x
2
1

1



.نقاط بحرانی توابع زیر را در صورت وجود به دست آورید( تمرین کتاب)-3
الف)  f (x) x

24



ب)   g(x) x x
3 23 4



پ) h(x) x
3



نقااط تغییارات، باه دسات آوریاد و سا ب باا رسام جادولرا زیار ابتادا نقااط بحرانای تابع در ( تمرین کتاب)-4
.کنیدماکزیمم نسبی و مینیمم نسبی آن را در صورت وجود مشخص 

   f (x) x x x
3 23 9 10



ه، در صورت وجود باه زیر را در بازه های مشخص شدتابع مقادیر ماکزیمم مطلق و مینیمم مطلق ( تمرین کتاب)-5
.دست آورید

      f (x) x x ; x ,
3 22 9 13 1 2



را  dو  b، مقاادیر باشادنقطه اکسترمم نسبی تابع ، اگر نقطه ( تمرین کتاب)-6
.به دست آورید

( , )2 1  f (x) x bx d
3 2



اگار . ن را نرده کشی کنیممی خواهیم کنار رودخانه، یک محوفه به شکل مثلث متساوی الساقی( الف( تمرین کتاب)-8
ایان مثلاث چقادر متر نرده را در اختیار داشته باشیم، در این صورت بیشترین مسااحت ممکان بارای100تنها هزینه 
.بدون استفاده از مشتق نیز، این مساله را حل کنید( بخواهد بود؟



هنگاام . خواهد بود32ابتثهر صفحه مستطیل شکل از یک کتاب جیبی، شامل یک متن با مساحت ( تمرین کتاب)-9
و حاشایه های کنااری هار کادام یاک ساانتی متر در 2صفحهفراحی قطع این کتاب، لازم است حاشیه های بالا و پایین هر 

.دار ممکن باشدابعاد صفحه را فوری تعیین کنید که مساحت هر صفحه از کتاب کمترین مق. نظر گرفته شوند



جهت تقعر

مانند. رو به بالاست fزیر نمودارش قرار بگیرند، جهت تقعر ،fاگر مماس  های مرسوم بر نمودار 

.و اگر بالای نمودار قرار بگیرند، جهت تقعر رو به پایین است

:مانند



تشخیص جهت تقعر با محاسبات

:تمام نقاط آن موجود باشد، داریمکه            در  Iدر باز های نظیر  

.رو به بالا است Iدر  f، جهت تقعر نمودار بازه              اگر در این -1

.رو به پایین است Iدر  fجهت تقعر نمودار ، اگر در این بازه -2

.آزمون بی نتیجه است، در حالتی که -3

f 

f  0

f  0

f (x) 0



.جهت تقعر توابع زیر را در دامنه تعریفشان به دست آورید( مثال کتاب( )مثال
(  الف

f (x)
x

1



ب)  g(x) x x
3 23 1



نقطه عطف نمودار یک تابع

 fعطاف تاابعنقطاه در ایان صاورت نقطاه  . پیوساته اساتنقطاه                 در  fفارض کنیاد 

:، هرگاه دو شرط زیر برقرار باشداست

.خط مماس داشته باشدنقطه در  fنمودار ( الف

.کنددر                  تغییر  fجهت تقعر ( ب

x c(c, f (c))

(c, f (c))

(c, f (c))



تق پذیر باشد، یا ، یعنی این که یا تابع آن جا مشدر            راجع به شرط الف بگوییم، وجود خط مماس : کارت زرد

ق در این حالت مشت. شوندیا هر دو در حالت عدم وجود مشتق، مشتق چپ و راست، هر دو 

.مثال زیر، نقاط عطف را دنبال کنید3در ! موجود نیست، اما خط مماس موجود است، آن هم مماس قائم

x c





نحنی را در هر یک از نمودار های زیر، نقطه عطف را در صورت وجود، مشخص و خط مماس بر م( مثال کتاب( )مثال

کنیدرسم 



.آوریدجهت تقعر نمودار تابع زیر را مشخص کنید و نقاط عطف آن  ها را به دست( مثال کتاب( )مثال
(  الف  f (x) x x

3 26 15f (x) x
3 (ب



.دامنه تابع را به دست می  آوریم-1

(در صورت وجود. )محل تلاقی  نمودار با محور های مختصات را مشخص می  کنیم-2

در آن  ها صعودی یا نزولی است را  fبه دست می  آوریم و با تعیین علامت آن، بازه  هایی که را -3

.مشخص می  کنیم

(در صورت وجود. )نقاط بحرانی و اکسترمم  های نسبی تابع را می  یابیم-4

.خص می  کنیمبه دست آورده و با تعیین علامت آن، جهت تقعر تابع در بازه  های مختلف را مشرا -5

(در صورت وجود. )نقطه عطف را می  یابیم-6

f 

f 

رسم نمودار توابع



(در صورت وجود)بی نهایت در رفتار تابع بررسی -7

(در صورت وجود. )معادله مجانب  های تابع را به دست می  آوریم-8

.در صورت نیاز از نقاط کمکی هم استفاده می  کنیم-9

. را تشکیل داده و بعد نمودار تابع را رسم می  کنیم( و         و  fمتشکل از )حالا جدول رفتار تابع  f f 



f.رسم کنیدرا زیرنمودار تابع ( مثال کتاب( )مثال (x) x
3

  f (x) (x ) (x )
21 3



تابع هموگرافیک

مجاناب قاائم این تاابع دارای یاک. را یک تابع هموگرافیک می  گوییمکه                 تابع 

شاکل . اسات( هااxنسبت ضارایب )معادلهو یک مجانب افقی به ( ریشه مخرج)به معادله  

.است( نزولیشاخک  ها )یا  ( شاخک  ها صعودی)کلی آن به دو صورت  

ax b
f (x)

cx d





c 0

d
x

c
 a

y
c





اریم دباشه، یک تابع خطی به معادله  چون اگه ! خیلی مهمه هاشرط : نکته

.یک خطه! که دیگه تابع هموگرافیک نیست

ه ک، این تابع به یک تابع ثابت به معادله و                 در شرایطی که  : نکته

.  تبدیل میشود

c 0c 0ax b
y

d




c 0ad bc
a

y
c

d
x

c
 



.را رسم کنیدجدول تغییرات و نمودار تابع ( مثال کتاب( )مثال 

 

x
f (x)

x

3 4
2 1



جهت تقعر عوض شود ولی این  aرا به گونه ای رسم کنید که در نقطه ای مانند  fنمودار تابع ( تمرین کتاب)-12
.نقطه، نقطه ی عطف نباشد



ورت وجود جهت تقعر توابع زیر را در دامنه ی آن ها بررسی کرده و نقطه ی عطف آن ها را در ص( تمرین کتاب)-13
.به دست آورید

الف) f (x) x x x   3 21 3 4
3



ب) x
f (x)

x






1
1



پ) f (x) x 3 1



اشد که بضابطه                                    عطف تابع درجه سومی با نقطه اگر ( تمرین کتاب)-15
.را بیابیدنمودار آن در شکل زیر رسم شده است، 

( , )0 0y x ax bx c   3 2

c b ,a  »



اگر این . استنقطه               محل تقافع مجانب  های آن و فرض کنید ( تمرین کتاب)-17
.بگذرد، ضابطه ی تابع را به دست آورید( -1, 0)تابع از نقطه ی 

ax b
f (x)

cx d




(2,1)



است؟به                                      کدام یک از نمودار های زیر مربوط ( تمرین کتاب)-18 f (x) x x  3 2


